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1 Introduccion
El concepto de elemento ordinable en un conjunto ordenado fue intro-
ducido por el autor en su tesis doctoral [7], y su estudio se concentro all
en un caso particular, en el que el conjunto subyacente es el conjunto de
topologas sobre un conjunto innito, dotado de un orden que esta con-
tenido en la relacion de inclusion. No pareca natural en ese momento
considerar aquel orden, teniendo a la mano el orden de la inclusion, y so-
bre el cual, al respecto, no se haba dicho mayor cosa. En este artculo se
presentan algunas propiedades de los elementos ordinables en el retculo
de topologas sobre un mismo conjunto base como una invitacion a que
el estudio sea ampliado y a que un estudio similar se haga en otros con-
juntos ordenados de interes y de uso frecuente en matematicas.
En este artculo nos ocuparemos de dar respuestas parciales a pre-
guntas naturales como: si 
 es una topologa ordinable en el retculo de
topologas sobre el conjunto X, >cuantos sucesores tiene 
?, >que estruc-
tura tiene el conjunto ordenado de los sucesores de 
?, >que informacion
se puede dar acerca del numero ordinal asociado con 
?
2 Elementos ordinables
en un conjunto ordenado
Los conceptos basicos acerca de conjuntos ordenados que seran usados en
este trabajo se suponen conocidos por el lector, el cual puede encontrar
material suciente en las referencias [2] y [5].
En esta seccion denimos lo que entendemos por elemento ordinable
en un conjunto ordenado y mencionamos algunas de sus propiedades
basicas.
Sea (A;) un conjunto parcialmente ordenado. Mediante el proceso
de derivacion de Cantor, asociamos a cada numero ordinal  un subcon-
junto (A;) de A, de manera tal que (A;)0 es el conjunto de elementos
maximales de (A;).
Si  > 0, entonces (A;) es el conjunto de elementos maximales del
conjunto An S
<
(A;) , con el orden inducido por . Por simplicidad, al
conjunto (A;) lo llamaremos el nivel  de (A;). Un elemento a 2 A
sera llamado ordinable si existe un ordinal  (necesariamente unico) tal
que a 2 (A;). En este caso escribiremos O(A) = . Al menor numero
ordinal  para el cual (A;) = ?, lo denotaremos por O(A;).
Se verica muy facilmente que si a es ordinable en (A;) y a  b,
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entonces b es ordinable. Mas aun, si a 2 (A;) y si b 2 (A;) ,
entonces se tiene que  es menor o igual a . Por otra parte,
si a 2 (A;) y  es un ordinal menor o igual a , entonces existe
c 2 (A;) tal que a  c. Este ultimo resultado se puede demostrar
mediante induccion transnita sobre .
Tambien se tiene que O(A;) < card(P(A)), donde P(A) es el
conjunto de todos los subconjuntos de A. En efecto, supongamos que
card(P(A))  O(A;). Para cada ordinal u < card(P(A)) existe au 2
(A;)u. Es claro que si u y v son ordinales diferentes y menores que
card(P(A)), entonces au 6= av. Como
fau : u < card(P(A))g  A ;
se tiene que card fau : u < card(P(A))g  card(A) < card(P(A)) =
card fau : u < card(P(A))g; contradiccion.
Ejemplos:
1. Si en el conjunto Z+ de los enteros positivos consideramos el orden
 de la divisibilidad, es claro que para todo ordinal , (Z+;) =
?, con lo que no se tienen elementos ordinables. Por otra parte,
si en el conjunto Z+ se considera el orden , el inverso del orden
de la divisibilidad, entonces O (Z+;) = !, donde ! es el primer
ordinal innito. Ademas, (Z+;)0 = f1g, y si n 2 Z+, entonces
 
Z+;
n
=

m 2 Z+ : m es el producto den numeros primos	 :
2. Sea = f(n;m) 2 Z+  Z+ : n divide amg. Sobre el conjunto A =
Z+ [ p2;p3	 consideramos el orden parcial  denido como la
union de  y  1;p2 ;  1;p3 ;  p2;p2 ;  p3;p3	. Se tiene
que (A;)0 =
p
2;
p
3
	
y (A;) = ?, para todo ordinal  > 0.
Notese que en el conjunto ordenado (A;), el extremo inferior dep
2;
p
3
	
es 1.
3. Si X es un conjunto innito y si sobre el conjunto P(X) de los sub-
conjuntos de X consideramos el orden  de la inclusion, entonces
para cada entero n  0, se tiene que
(P(X); )n = fY  X : XnY tiene cardinalng :
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Ahora, si Y  X es tal que XnY es innito, y si a 2 XnY , entonces
se tiene que Y  Y [ fag y Y [ fag 2 P(X)n S
<!
(P(X);) , con
lo que Y no es maximal en el conjunto ordenado8<:P(X)n
0@[
<!
(P(X);)
1A ;
9=; ;
donde ! es el menor ordinal transnito. Por lo tanto (P(X);)! =
?, con lo cual tenemos que (P(X);) = ?, para todo ordinal
  !. En consecuencia, O(P(X);) = !.
4. Sea (A;) un conjunto ordenado y sea a un elemento ordinable de
(A;), digamos a 2 (A;), para algun ordinal . Supongamos
que X es un conjunto que contiene a A y que u; v 2 XnA, con
u 6= v. Sobre el conjunto B = A[fu; vg consideremos la relacion de
orden ., denida como la union de  y f(a; u); (a; v); (u; u); (v; v)g.
Entonces, u; v 2 (B;.)0, el extremo inferior de fu; vg en (B;.) es
a y, ademas, a 2 (B;.)1 si  = 0 y a 2 (B;.) si  > 0.
5. Sea  > 0 un numero ordinal y sea A el conjunto de los numeros
ordinales que son menores que . En A consideremos el orden usual
 entre numeros ordinales. Si  es un ordinal lmite, entonces se
tiene que O(A;) = 0. Si  no es un ordinal lmite, entonces existe
un ordinal lmite  y un numero natural n > 0 (unicos) tales que
 = + n. Entonces O(A;) = n.
6. En el conjunto A = fu : u es ordinal yu < ! + 1g consideremos el
orden , que es el inverso del orden usual entre numeros ordinales.
Entonces O(A;) = ! + 1 > ! = card(A).
7. (El ejemplo inspirador.) Sea X un conjunto innito. Sobre el
conjunto Top(X) de topologas sobre X consideremos la relacion
de orden parcial  dada por    si y solo si    y el morsmo
j : (;) ! (;), dado por j(U) = U , para todo U 2  , admite
adjunto a la izquierda.
En [7] se demuestran, entre otros, los siguientes resultados:
i. (Top(X);)0 esta constituido por las topologas T1 en X.
ii. 2card(X)  O(Top(X);)  22card(X) .
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iii. Para todo ordinal  < O(Top(X);), se tiene que
card((Top(X);))  card(X) :
iv. Si  2 Top(X) es ordinable entonces el conjunto
f 2 Top(X) :   g ;
es un retculo completo, con el orden inducido por , y
cardf 2 Top(X) :   g  2card(X) :
v.  2 S
n<!
(Top(X);)n si y solo si el conjunto
Pol() = fx 2 X : fxgno es cerrado en (X; )g ;
es nito y, para todo x 2 Pol(), la adherencia del conjunto fxg en
(X; ) es un conjunto nito.
Del ejemplo 2 se sigue que en un conjunto ordenado es posible que
dos elementos sean ordinables y que exista el extremo inferior entre ellos,
pero que este no sea ordinable. En el ejemplo 4 se evidencia que si en un
conjunto ordenado dos elementos son ordinables, al igual que el extremo
inferior entre ellos, entonces puede no haber ninguna relacion entre los
niveles en los que se encuentran estos tres elementos.
En la siguiente proposicion se presenta una condicion suciente para
que un elemento de un conjunto ordenado sea ordinable.
Proposicion 2.1. Si (A;) es un conjunto ordenado y si a 2 A es
tal que el conjunto [a) = fb 2 A : a  bg es un conjunto nito, entonces
a es ordinable y O(a) < !, siendo ! el primer ordinal innito.
Demostracion. Supongamos que a no es ordinable, es decir que a
no es maximal en el conjunto An S
<O(A;)
(A;). Entonces existe
b 2 An
[
<O(A;)
(A;) ;
con a < b. Esto signica que existe b 2 A, no ordinable, con a < b.
Esto conduce a que el conjunto [a) es innito, lo que va en contra de la
hipotesis. Ahora, para cada ordinal  < O(a) existe h 2 A con a < h
y h 2 (A;). Esto implica que O(a) < !, puesto que [a) es nito. 
108 N. R. Pachon, Elementos ordinables en el retculo de topologas
3 Elementos ordinables
en el retculo de topologas
El proposito de esta seccion es mostrar propiedades importantes de los
elementos ordinables en el retculo de topologas sobre un mismo conjunto
base. Los principales resultados son los que se enuncian en los teoremas
3.3, 3.5, 3.6 y el corolario 3.10.
Si X es un conjunto, en el retculo (Top(X);) se tiene que
(Top(X);)0 = fP(X)g ;
donde P(X) es la topologa discreta y, de acuerdo con un resultado de
Frohlich [4], se deduce que (Top(X);)1 esta constituido por las ul-
tratopologas en X, las cuales tienen la forma P(Xnfag) [ U , donde
U es un ultraltro sobre X, con fag =2 U . No se conoce ninguna otra
informacion con respecto a otros elementos ordinables en este retculo.
En esta seccion se encuentran caractersticas de los elementos or-
dinables y se demuestra que si X es innito, entonces para todo ordinal
 < ! el conjunto (Top(X);) es no{vaco. Para ordinales mayores
aun no tenemos respuesta.
El punto de vista desde el cual analizamos este retculo enriquece en
buena medida el conocimiento que se tiene acerca del mismo, sobre el
que se han hecho investigaciones importantes, como se puede apreciar en
los trabajos [1, 3, 6, 8, 9, 10].
En la siguiente nota se resaltan algunas propiedades \internas" de las
ultratopologas. Estas propiedades se generalizaran mas adelante para
otras topologas ordinables.
Nota 3.1. Sea X un conjunto no{vaco. Supongamos que a 2 X y
que U es un ultraltro sobre X, con fag =2 U . Sean  = P(Xnfag) [ U
y C = fV 2  : a 2 V g = fV 2 U : a 2 V g.
Se tiene que:
1. fag =2  y para todo b 2 Xnfag, fbg 2 .
2. La cardinalidad del conjunto
T
V 2C
V es a lo sumo 2.
3. Si U es principal, la cardinalidad del conjunto T
V 2C
V es 2. Ademas,
si U es generado por b 2 X, entonces, en el espacio (X;),
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fdg =
(
fdg ; si d 6= b,
fa; dg ; si d = b. :
4. Si U no es principal, entonces el espacio (X;) es T1 y U no tiene
elementos nitos.
5. Si U no es principal, entonces el conjunto C no tiene elemento
mnimo y
T
V 2C
V = fag.
En la siguiente proposicion se empiezan a encontrar caratersticas
de los elementos ordinables en (Top(X);) y se generaliza la propiedad
mencionada en la parte 1 de la nota 3.1.
Proposicion 3.2. Si  es ordinable en (Top(X);), entonces el
conjunto
A = fx 2 X : fxg =2 g ;
es nito.
Demostracion: Por induccion sobre O(). Para O() = 0 el resul-
tado se tiene ya que en ese caso  = P(X).
Supongamos que la armacion es cierta para toda topologa ordinable
 2 Top(X) con O() = , donde 0   < , y que  2 (Top(X);).
Sea a 2 X con fag =2 . El conjunto [ffagg es base para una topologa
a de X. Ya que a contiene propiamente a , existe un ordinal  <  tal
que a 2 (Top(X);). Por la hipotesis inductiva, fx 2 X : fxg =2 ag
es nito, y ya que fx 2 X : fxg =2 g = fx 2 X : fxg =2 ag [ fag, se
sigue que fx 2 X : fxg =2 g es nito. 
Un corolario evidente de la proposicion 3.2 es que si X es innito,
entonces en (Top(X);) no toda topologa es ordinable. Por otra parte,
el recproco de esta proposicion no se tiene, como se concluira de la
proposicion 3.4.
Vamos a mostrar ahora una primera coleccion de elementos ordinables
en el retculo de topologas. Todas las topologas que exhibe el teorema
3.3 son de Alexandro, es decir, topologas en las cuales la interseccion
de abiertos es un abierto.
Notacion. Sea X un conjunto no{vaco y a 2 B  X. Con X(a;B)
denotaremos la topologa P(Xnfag) [ fD  X : B  Dg.
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Teorema 3.3. Sea X un conjunto no{vaco y a 2 B  X, con
B nito. Se tiene que X(a;B) 2 (Top(X);)card(B) 1. Si X es innito,
entonces, para todo ordinal  < !, el conjunto (Top(X);) no es vaco.
Demostracion. Por induccion sobre card(B). Es claro que
X(a; fag) = P(X) 2 (Top(X);)0.
Supongamos que la armacion es cierta para todo B  X con 1 
card(B)  n, y n entero positivo. Sea B  X, con a 2 B y card(B) =
n + 1. Si B = fa; a1;    ; ang y B1 = fa; a1;    ; an 1g, entonces se
tiene que X (a;B1) contiene propiamente a X(a;B). Por la hipotesis
inductiva, X (a;B1) 2 (Top(X);)card(B1) 1, con lo que X(a;B) =2
n 1S
j=0
(Top(X);)j .
Supongamos ahora que X(a;B)   , con
 2 Top(X)n
n 1[
j=0
(Top(X);)j ;
y que existe V 2  nX(a;B). En ese caso a 2 V y B * V . Sea B? =
B\V . Ya que 1  card(B?) < card(B), la hipotesis de induccion implica
que X (a;B?) 2 (Top(X);)card(B?) 1.
Ahora, si B?  W  X, entonces W = B? [ (WnB?) 2  , por
lo que X (a;B?)   , y as  2
n 1S
j=0
(Top(X);)j ; contradiccion. En
consecuencia X(a;B) =  , con lo cual X(a;B) 2 (Top(X);)n. 
Notese que en el espacio topologico (X;X(a;B)) se tiene que fbg =
fa; bg, para todo b 2 Bnfag, y fag = fag. Ademas, si c =2 B, entonces
fcg = fcg ya que B  Xnfcg.
Notacion. Si (X; ) es un espacio topologico y si A  X, denotare-
mos por N (A) la interseccion de todos los elementos de  que contienen
a A, es decir, N (A) =
TfV 2  : A  V g. Cuando A = fag es-
cribiremos N (a) en vez de N (fag). El conjunto N (A) se denomina
usualmente el nucleo de A en el espacio (X; ).
La siguiente proposicion muestra otra caracterstica de los elemen-
tos ordinables en (Top(X);), que complementa la encontrada en la
proposicion 3.2. Este resultado generaliza la propiedad mencionada en
la parte 2 de la nota 3.1.
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Proposicion 3.4. Si  es ordinable en (Top(X);) y si
A = fx 2 X : fxg =2 g ;
entonces, para cada x 2 A , el conjunto N(x) es nito.
Demostracion. Por induccion sobre O(). Para O() = 0 el resul-
tado es inmediato ya que, en ese caso, A = ?.
Supongamos que la armacion es cierta para toda topologa ordinable
 2 Top(X) con O() < ; y supongamos que  2 (Top(X);) y que
b 2 A .
Si N(b) = fbg, entonces el resultado es inmediato.
Si N(b) 6= fbg, entonces elegimos c 2 N(b)nfbg y hacemos W =
N(b)nfcg. El conjunto  [ fU \W : U 2 g es base para una topologa
 de X, que contiene propiamente a , puesto que W 2 n. Entonces
O() < O() = . Ya que W 2  y b 2 W , se tiene que N(b)  W .
Sea d 2W . Si Z 2  y b 2 Z, entonces existe B 2  [ fU \W : U 2 g,
tal que b 2 B  Z. Si B 2 , como d 2 N(b), entonces se tiene que
d 2 B  Z. Si B = U \W , para algun U 2 , entonces d 2 U y as
d 2 U \W = B  Z.
En consecuencia,W  N(b), y as se concluye que N(b) =W . Pero
por la hipotesis inductiva N(b) es nito, luego N(b) es nito. 
Un corolario inmediato de la proposicion 3.4 es que no se tiene el
recproco de la proposicion 3.2, ya que si X es innito y J es un sub-
conjunto innito de X y a 2 J , entonces la topologa  = X(a; J) no es
ordinable pues A = fag y N(a) = J .
Notacion. Sea X un conjunto no{vaco, a 2 X y U un ultraltro
sobre X tal que fag =2 U . Si B  X y a 2 B, con el smbolo Ua(B)
denotaremos la topologa P(Xnfag) [ fD 2 U : B  Dg.
Teorema 3.5. Sea X un conjunto no{vaco, U un ultraltro no
principal sobre X, a 2 X y B un subconjunto nito de X con a 2 B. Se
tiene que Ua(B) 2 (Top(X);)card(B).
Demostracion. Por induccion sobre card(B). Si B = fag, entonces
Ua(B) es una ultratopologa para X, con lo que Ua(B) 2 (Top(X);)1.
Supongamos que el resultado se tiene para todo B  X, nito, con
a 2 B, card(B)  k y k  1. Sea B  X con a 2 B y card(B) = k + 1.
Sean b 2 Bnfag y B? = Bnfbg. Es claro que Ua(B)  Ua(B?). Ya que U
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no es principal, fbg =2 U y as Xnfbg 2 Ua(B?)nUa(B). Por la hipotesis
inductiva Ua(B?) 2 (Top(X);)k, con lo que Ua(B) =2
S
jk
(Top(X);)j .
Supongamos ahora que Ua(B)  , que
 2 Top(X)n
[
jk
(Top(X);)j ;
y que existe A 2 nUa(B). Se tiene que a 2 A y que, A =2 U o B * A.
Entonces:
i. Si A 2 U y B * A, entonces Ua(A \ B) contiene propiamente a
Ua(B), ya que A 2 Ua(A \ B)nUa(B). Ademas Ua(A \B)  , ya
que si V 2 U y A \ B  V , entonces V = (V nA) [ [A \ (V [ B)],
con V nA 2 , V [B 2  y A 2 . Esto implica que
 2 S
jk
(Top(X);)j , ya que por la hipotesis de induccion
Ua(A \B) 2
S
jk
(Top(X);)j . Aqu se tendra una contradiccion.
ii. Si A =2 U y B * A, entonces Ac 2 U , y as Ac [ B 2 Ua(B)  .
Como (Ac [B) \ A = A \B, vemos que A \B 2 , con lo que se
tiene que X(a;A \ B)  . Esto no es posible, ya que, segun el
teorema 3.3, X(a;A \B) 2 S
jk
(Top(X);)j .
iii. Si A =2 U y B  A entonces B = (Ac [B) \ A 2 , puesto
que Ac [ B 2 Ua(B)   y A 2 . Por lo tanto, X(a;B) 
, lo que no es posible, ya que, por el teorema 3.3, X(a;B) 2
(Top(X);)card(B) 1, y esto implicara que  2
S
jk
(Top(X);)j ;
contradiccion.
En denitiva Ua(B) = , con lo cual Ua(B) 2 (Top(X);)k+1, como
se pretenda. square
En el siguiente teorema se obtendran mas elementos ordinables del
retculo de topologas. Sobre estas topologas, los teoremas 4.2 y 4.3 pro-
porcionaran caractersticas de sus conjuntos de sucesores, relacionadas
con sus estructuras y sus cardinales.
Teorema 3.6. Supongamos que X es un conjunto y que b; a1;    ; an
son elementos diferentes de X. Entonces
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n\
i=1
X (ai; fai; bg) 2 (Top(X); )n :
Demostracion. Por induccion sobre n. El caso n = 1 se sigue del
teorema 3.3.
Supongamos que el resultado se tiene para n = k. Sean
b; a1;    ; ak; ak+1 ;
elementos diferentes de X, y sean
 =
k+1\
i=1
X (ai; fai; bg) ;
 =
k\
i=1
X (ai; fai; bg) :
Ya que fak+1g 2 n y  2 (Top(X);)k, se tiene que
 =2
[
jk
(Top(X); )j :
Supongamos ahora que   , con  2 Top(X)n S
jk
(Top(X);)j , y
que existe A 2 n . Existe ` 2 f1;    ; k; k+1g tal que A\fa`; bg = fa`g.
Sea fa?1;    ; a?kg = fa1;    ; ak+1g n fa`g. Como fa`; bg 2    se tiene
que fa`g = A\fa`; bg 2 , de donde se sigue que
kT
i=1
X (a?i ; fa?i ; bg)  .
Esto no es posible ya que segun la hipotesis inductiva
kT
i=1
X (a?i ; fa?i ; bg) 2
(Top(X);)k, lo que implicara que  2
S
jk
(Top(X);)j .
En consecuencia  = , con lo cual  2 (Top(X);)k+1. 
Notese que si en el teorema anterior hacemos  =
nT
i=1
X (ai; fai; bg),
entonces A = fa1;    ; ang y N (ai) = fai; bg, para cada i 2 f1;    ; ng.
Ademas,  = P (Xn fa1;    ; ang) [ hbi, donde hbi = fU  X : b 2 Ug.
Las topologas ordinables que se muestran en los teoremas 3.3 y 3.6
son de Alexandro. La siguiente proposicion nos ayuda a caracterizar
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aquellas topologas de Alexandro que son ordinables, lo cual quedara
establecido en el corolario 3.10.
Proposicion 3.7. Si  2 Top(X), entonces   T
a2A
X(a;N(a)).
La igualdad se presenta si y solo si N(a) 2 , para todo a 2 A .
Demostracion. Sean V 2  y a 2 A , arbitrarios. Si a =2 V ,
entonces se tiene que V 2 P(Xnfag)  X(a;N(a)). Si a 2 V , entonces
se tiene que N(a)  V , con lo cual V 2 X(a;N(a)). Luego  T
a2A
X(a;N(a)).
Supongamos ahora que N(a) 2 , para todo a 2 A . Sea W 2T
a2A
X (a;N(a)). Como
W =
0@ [
a2W\A
N(a)
1A [
24Wn [
a2W\A
N(a)
35 ;
y ya que
S
a2W\A
N(a) y Wn
S
a2W\A
N(a) son elementos de , se con-
cluye que W 2 . Luego T
a2A
X (a;N(a))  .
Por ultimo, supongamos que  =
T
a2A
X (a;N(a)). Sea d 2 A ,
arbitrario. Veamos que N(d) 2
T
a2A
X (a;N(a)). Sea a 2 A . Si
a =2 N(d), entonces se tiene que N(d) 2 P(Xnfag)  X (a;N(a)). Si
a 2 N(d), entonces N(a)  N(d) y as, N(d) 2 X (a;N(a)). 
Corolario 3.8. Si  2 Top(X), con A = fag y N(a) 2 , entonces
 = X (a;N(a)). Si, ademas, N(a) es nito, entonces  es ordinable y
O() = card(N(a))  1.
Demostracion. Esto es consecuencia del teorema 3.3 y de la propo-
sicion 3.7. 
La proposicion que sigue, y su corolario, caracterizan aquellas topolo-
gas de Alexandro que son ordinables y dan una cota superior para los
niveles en los cuales estas pueden estar.
Proposicion 3.9. Sea X un conjunto y sea  2 Top(X) tal que:
1.  es cerrada para intersecciones;
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2. A es nito y, para cada a 2 A , el conjunto N (a) es nito.
Entonces el intervalo [;P(X)] = f 2 Top(X) :   g es nito.
Demostracion. Si A = ?, entonces el resultado es directo.
Supongamos que A 6= ? y que A = fa1;    ; ang. Como  es
cerrada para intersecciones, N (ai) 2  , para cada i 2 f1; 2;   ng. Si
 2 [;P(X)], entonces A  A y N(b)  N (b), para cada b 2 A.
Ahora, si b 2 A , entonces se tiene que N (b) 2 , con N (b)
nito, por lo que existe el menor elemento de  que contiene a b, el
cual debe ser nito e igual a N(b). De acuerdo con la proposicion 3.7,
 =
T
b2A
X (b;N(b)).
Sea  el conjunto de todas aquellas n{uplas (B1;    ; Bn) tales que:
i. para cada j 2 f1;    ; ng, aj 2 Bj  N (aj);
ii. para i; j 2 f1;    ; ng, si ai 2 Bj , entonces Bi  Bj .
La funcion  : [;P(X)]!  , dada por () = (N(a1);    ;N(an)),
es inyectiva. Si (B1;    ; Bn) 2  y  =
nT
i=1
X (ai; Bi), entonces () =
(B1;    ; Bn), con lo cual  es sobreyectiva. Entonces [;P(X)] tiene a
lo sumo 2(d1++dn) n elementos, donde di = card(N(ai)). 
Corolario 3.10. Sea X un conjunto y supongamos que  2 Top(X)
es tal que:
1.  es cerrada para intersecciones;
2. A es nito y, para cada a 2 A , el conjunto N (a) es nito.
Entonces  es ordinable y O() < !.
Demostracion. Esto es consecuencia de las proposiciones 2.1 y 3.9.

4 Generalizando a Frohlich
Con la idea en mente de encontrar mas elementos ordinables en el retculo
de topologas sobre un conjunto X, procederemos a considerar topolo-
gas parecidas a las ultratopologas de Frohlich que tienen la forma
P(Xnfag)[ U , donde U es un ultraltro sobre X y a 2 X, con fag =2 U .
116 N. R. Pachon, Elementos ordinables en el retculo de topologas
Una posibilidad es considerar topologas de la forma
P(XnF ) [ U ;
donde F es cualquier subconjunto nito y no{vaco de X, con F =2 U .
La razon de tomar F nito es la proposicion 3.10.
Una segunda opcion es considerar topologas de la forma
P(Xnfag) [
n\
i=1
Ui ;
donde U1;U2;    ;Un son ultraltros diferentes sobre X, y fag =2
nS
i=1
Ui.
Una tercera posibilidad, mas general, es considerar topologas de la
forma
P(XnF ) [
n\
i=1
Ui ;
donde U1;U2;    ;Un son ultraltros diferentes sobre X; F es un subcon-
junto nito y no{vaco de X y F =2
nS
i=1
Ui.
Los teoremas 4.1, 4.2 y 4.3 daran informacion para el primer caso y el
teorema 4.6 lo hara para el segundo. Para el tercer caso aun no tenemos
respuesta.
Notacion. Sea X un conjunto, F un subconjunto no{vaco de X y
U un ultraltro sobre X tal que F =2 U . Con el smbolo UF denotaremos
la topologa P(XnF ) [ U .
El siguiente teorema generaliza el resultado obtenido en el teorema
3.6, as como el de Frohlich mencionado al comienzo de la seccion 3.
Teorema 4.1. Sea X un conjunto, F un subconjunto nito no{
vaco de X y U un ultraltro sobre X tal que F =2 U . Entonces,
UF 2 (Top(X);)card(F ).
Demostracion. Por induccion sobre card(F ). Si card(F ) = 1, en-
tonces se tiene el resultado, pues en ese caso UF es una ultratopologa
para X.
Supongamos que el resultado se tiene cuando card(F ) = k. Sea G
un subconjunto de X con cardinalidad k + 1, tal que para todo a 2 G,
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fag =2 U . Sean b 2 G y F = Gnfbg. Como UG  UF y fbg 2 UF nUG,
se tiene que UG es un subconjunto propio de UF y, ya que por hipotesis
UF 2 (Top(X);)card(F ), se sigue que UG 2 Top(X)n
kS
j=0
(Top(X);)j .
Supongamos que UG  , que  2 Top(X)n
kS
j=0
(Top(X);)j y que
existe A 2 nUG. Entonces G \ A 6= ? y A =2 U . Sea u 2 G \ A y
H = Gnfug. Como Ac [ fug 2 UG entonces A \ [Ac [ fug] = fug 2  y
as UH  . Esto es imposible ya que por hipotesis UH 2 (Top(X);)k.
En consecuencia UG =  y as UG 2 (Top(X);)k+1. 
Si F = fa1; a2;    ; ang y U es el ultraltro principal generado por
b 2 X, donde b =2 F , entonces UF =
nT
i=1
X (ai; fai; bg), con lo que se
obtiene el resultado del teorema 3.6.
En los dos teoremas que siguen obtenemos informacion acerca del
tama~no y estructura del conjunto de sucesores de un elemento ordinable
del retculo de topologas, que tenga la forma UF , con F nito.
Teorema 4.2. Sea X un conjunto, F un subconjunto nito de X
y U un ultraltro sobre X tal que F =2 U . Entonces [UF ;P(X)] =
fUG : G  Fg, con lo cual card([UF ;P(X)]) = 2card(F ).
Demostracion. Por induccion sobre card(F ). Para el caso en el que
card(F ) = 0 no hay nada que demostrar ya que U? = P(X).
Supongamos que el resultado es cierto para el caso en el cual
card(F ) = k. Sea H  X con card(H) = k + 1 y tal que, para todo
b 2 H, fbg =2 U . Es claro que fUG : G  Hg  [UH ;P(X)].
Supongamos que  2 [UH ;P(X)] y que  6= UH . Existe V 2 nUH .
Como H\V 6= ? y V =2 U , si u 2 H\V , entonces fug = V \[V c [ fug] 2
, con lo cual UHnfug  . Por la hipotesis inductiva se concluye que
 = UG para algun G  Hnfug  H. 
En el teorema anterior, si  2 [UF ;P(X)], entonces  = UA .
Recordemos algunas deniciones de la teora de retculos que nece-
sitaremos en el teorema 4.3 y en su corolario. Un retculo (A;) es dis-
tributivo si para todo a; b; c 2 A se tiene que a^ (b_ c) = (a^ b)_ (a^ c).
Si (A;) es un retculo que posee elemento mnimo 0 y elemento maximo
1, y si para a 2 A existe un elemento b 2 A tal que a^ b = 0 y a_ b = 1,
entonces se dice que b es un complemento de a. Un retculo es booleano si
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es distributivo y si cada uno de sus elementos tiene complemento (nece-
sariamente unico).
Si a y b son elementos de un retculo (A;), con a  b, y si c y d
son elementos del intervalo cerrado [a; b], entonces se dice que d es un
complemento relativo de c en [a; b] si c ^ d = a y c _ d = b. Un retculo
es relativamente complementado si cada uno de sus elementos tiene com-
plemento relativo en cualquier intervalo cerrado que lo contenga.
Teorema 4.3. Sea X un conjunto, F un subconjunto nito de X y
U un ultraltro sobre X tal que F =2 U . Entonces, ([UF ;P(X)] ;) es un
retculo booleano.
Demostracion. Basta con observar que la funcion biyectiva  :
P(F ) ! [UF ;P(X)] dada por (G) = UG, para todo G  F , es un
anti{isomorsmo de conjuntos ordenados por cuanto G  H si y solo si
UH  UG. 
El teorema 4.3 tiene un corolario muy interesante, que arma que a
todo ultraltro no principal sobre un conjunto X le podemos asociar un
retculo distributivo, relativamente complementado y con maximo.
Se sabe que en un retculo distributivo, con elemento mnimo y maxi-
mo, si un elemento tiene complemento, entonces este tiene complemento
relativo en todo intervalo cerrado que lo contenga. Para una demostra-
cion consultar la referencia [4]. Este hecho se usara en la demostracion
del corolario.
Corolario 4.4. Sea U un ultraltro no principal sobre el conjunto
X. Entonces el conjunto  U =
S
F2Pfin(X)
[UF ;P(X)] es un retculo dis-
tributivo, relativamente complementado y con elemento maximo. Aqu
Pfin(X) representa la coleccion de subconjuntos nitos de X.
Demostracion. Si  y  son elementos de  U , entonces el teorema
4.2 garantiza que existen F  X y G  X, nitos, tales que  = UF y
 = UG.
Si se tiene en cuenta que ^ = \ = UF[G y que existe L  F \G
tal que  _  = UL, se concluye que  U es un retculo distributivo.
Obviamente P(X) es el elemento maximo de  U .
Ahora, si  ,  y  son elementos de  U , con     , entonces
existe F  X, nito, tal que  = UF , y como [UF ;P(X)] es un retculo
distributivo en el cual todo elemento tiene complemento, se concluye que
 tiene complemento relativo en el intervalo [; ]. 
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Para nalizar, procedemos a obtener informacion en el segundo caso
propuesto al comienzo de esta seccion. Antes de esto demostramos unas
propiedades interesantes de los ultraltros, las cuales necesitaremos para
demostrar nuestro ultimo teorema.
Lema 4.5.
1. Si fUigi2I y fVjgj2J son colecciones nitas, no{vacas y diferentes
de ultraltros sobre el conjunto X, entonces
T
i2I
Ui 6=
T
j2J
Vj . Si,
ademas, ? 6= F  X y F =2
S
i2I
Ui

[
 S
j2J
Vj
!
, entonces las
topologas 
 = P(XnF ) [ T
i2I
Ui y 	 = P(XnF ) [
T
j2J
Vj son dife-
rentes.
2. Si U y V son ultraltros diferentes sobre el conjunto X, y si F  X
es tal que F =2 U [ V, entonces existen A 2 UnV y B 2 VnU tales
que A \B = F .
3. Si fUigi2I y fVjgj2J son colecciones nitas, no{vacas y disjuntas
de ultraltros sobre el conjunto X y si F  X es tal que
F =2
S
i2I
Ui

[
 S
j2J
Vj
!
, entonces existen A 2 T
i2I
Uin
T
j2J
Vj y
B 2 T
j2J
Vjn
T
i2I
Ui tales que A \B = F .
Demostracion.
1. Sin perdida de generalidad, supongamos que existe  2 I tal que
U =2 fVj : j 2 Jg. Para cada j 2 J existe Vj 2 VjnU. Se tiene
que
S
j2J
Vj 2
T
j2J
Vj y que
T
j2J
(XnVj) = Xn
 S
j2J
Vj
!
2 U, con lo
cual
S
j2J
Vj =2 U, y as
S
j2J
Vj =2
T
i2I
Ui. Ahora, sea A =
S
j2J
Vj . Si
A \ F 6= ?, entonces A 2 	n
. Por otra parte, si A \ F = ?,
entonces A [ F 2 T
j2J
Vj  	. Como A =2 U, entonces XnA 2 U.
Ya que (XnA)\ (A[F ) = F =2 U, debemos tener que A[F =2 U
y as A [ F =2 T
i2I
Ui, con lo cual A [ F =2 
.
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2. Sean A1 2 UnV, B1 2 VnU , y sean A = (A1nB1) [ F y
B = (B1nA1) [ F . Es claro que A 2 U , B 2 V, y que A \ B = F .
Entonces A =2 V y B =2 U .
3. Si i 2 I y j 2 J , entonces, por la parte 2, existen Aij 2 UinVj y
Bij 2 VjnUi tales que Aij \ Bij = F . Para cada i 2 I se tiene
que
T
j2J
Aij 2 Ui y que
S
j2J
Bij 2
T
j2J
Vj , luego
S
i2I
T
j2J
Aij 2
T
i2I
Ui
y
T
i2I
S
j2J
Bij 2
T
j2J
Vj . Sean A =
S
i2I
T
j2J
Aij y B =
T
i2I
S
j2J
Bij . Es
claro que F  A \ B. Supongamos que u 2 A \ B. Entonces
existe  2 I tal que u 2 T
j2J
Aj . Como u 2
S
j2J
Bj , existe  2 J
tal que u 2 B . Pero u 2 A, luego u 2 A \ B = F .
En consecuencia A \ B = F , de donde se sigue que A =2 T
j2J
Vj y
B =2 T
i2I
Ui.

Con respecto a las topologas de la forma P(Xnfag) [
nT
i=1
Ui, el teo-
rema de cierre del artculo proporciona informacion relacionada con su
ordinabilidad y con sus conjuntos de sucesores.
Teorema 4.6. Sean U1;U2;    ;Un ultraltros diferentes sobre el
conjunto X, y sea a 2 X tal que fag =2
nS
i=1
Ui. Si  es la topologa
P(Xnfag) [
nT
i=1
Ui, entonces:
1.  es ordinable y  2 (Top(X);)n;
2. el intervalo [;P(X)] tiene cardinalidad 2n;
3. el intervalo [;P(X)] es un retculo booleano.
Demostracion.
1. Para n = 1 el resultado se tiene ya que en ese caso  es una
ultratopologa para X. Supongamos que el resultado se tiene para
n = k. Sean U1;U2;    ;Uk+1 ultraltros diferentes para el conjunto
X, y sea a 2 X tal que fag =2
k+1S
i=1
Ui. Sean  = P(Xnfag) [
k+1T
i=1
Ui
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y 	 = P(Xnfag) [
kT
i=1
Ui. Por la hipotesis inductiva,
	 2 (Top(X);)k. Por la parte 3 del lema 4.4, existe
A 2
 
k\
i=1
Ui
!
nUk+1 ;
tal que a 2 A. Es claro que A 2 	n y, en consecuencia,  es
un subconjunto propio de 	, con lo cual  =2
kS
j=0
(Top(X);)j .
Supongamos que 
 2 Top(X), que   
 =2
kS
j=0
(Top(X);)j
y que existe B 2 
n. Se tiene que a 2 B y que existe ` 2
f1; 2;    ; k + 1g tal que B =2 Ul. Sean I = f1; 2;    ; k + 1g y
J = Inf`g. Si V 2
 T
j2J
Uj
!
nU` es tal que a 2 V , entonces
V [ (XnB) 2
k+1T
i=1
Ui, con lo cual B \ V = [V [ (XnB)] \ B 2 
.
Por lo tanto, V = (V nB) [ (B \ V ) 2 
. Esto conduce a
que P(Xnfag)[ T
j2J
Uj  
, lo cual no es posible ya que
por la hipotesis inductiva P(Xnfag)[ T
j2J
Uj 2 (Top(X);)k, y

 =2
kS
j=0
(Top(X);)j . En conclusion, tal conjunto B no existe, con
lo cual  = 
, y as  2 (Top(X);)k+1.
2. Segun la parte 1 del lema 4.4, basta con demostrar que [;P(X)]
es igual a8<:P(Xnfag) [ \
j2J
Uj : ? 6= J  f1;   ng
9=; [ fP(X)g ;
y esto lo haremos por induccion. Para n = 1 el resultado se tiene
ya que [P(Xnfag) [ U1;P(X)] = fP(Xnfag) [ U1;P(X)g. Supon-
gamos que el resultado se tiene para n  k. Sean U1;U2;    ;Uk+1
ultraltros diferentes sobre el conjunto X y sea a 2 X tal que
fag =2
k+1S
i=1
Ui. Sea  = P(Xnfag) [
k+1T
i=1
Ui. Es evidente que
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8<:P(Xnfag) [ \
j2J
Uj : ? 6= J  f1;    ; k + 1g
9=; [ fP(X)g ;
es un subconjunto de [;P(X)]. Supongamos que
	 2 [;P(X)]nfg. Entonces, existe V 2 	n. Se tiene que
a 2 V y que existe j 2 f1;    ; k + 1g tal que V =2 Uj .
i. Supongamos que V =2
k+1S
i=1
Ui. Entonces XnV 2
k+1T
i=1
Ui, con lo
cual (XnV )[fag 2
k+1T
i=1
Ui, y as fag = V \ [(XnV )[fag] 2 	.
Luego 	 = P(X).
ii. Supongamos que V 2
k+1S
i=1
Ui. Sean I = f1; 2;    ; k + 1g y
J = fj 2 I : V 2 Ujg. Es claro que J 6= ? y que InJ 6= ?.
Sean  = P(Xnfag) [ T
j2J
Uj y  = h [ fV gi la topologa
para X generada por el conjunto  [ fV g. Evidentemente
   y   	. Es facil ver que  = fZ [ (W \ V ) : Z 2
yW 2 g. Veamos que  = . Es claro que    ya
que  [ fV g  . Sea T 2 . Entonces, es suciente con
considerar el caso en el cual a 2 T y T 2 T
j2J
Uj . Ya que
T = (TnV ) [ [(T [ (XnV )) \ V ], con TnV 2 P(Xnfag) y
T [(XnV ) 2
 T
j2J
Uj
!
\
 T
i2InJ
Ui
!
=
k+1T
i=1
Ui, entonces T 2 .
Con esto se tiene que  =  = P(Xnfag) [ T
j2J
Uj , y la hipotesis
inductiva implica que: o bien 	 = P(X), o bien existe H  J 
f1; 2;    ; k + 1g, no{vaco, tal que 	 = P(Xnfag) [ T
j2H
Uj .
Esto completa la demostracion de la segunda parte.
3. Basta con observar que la funcion biyectiva  : P(f1; 2;    ; ng)!
[;P(X)] dada por
(J) =
8<:P(X) ; si J = ?,P(Xnfag) [ T
j2J
Uj ; si J 6= ?,
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es un anti{isomorsmo de conjuntos ordenados, ya que J  H si y
solo si (H)  (J).

El teorema 4.6 tiene un corolario interesante, con el cual cerramos el
artculo.
Notacion. Sea X un conjunto y a 2 X. Con el smbolo Ta;X deno-
taremos la coleccion de todas las topologas sobre X que tengan la forma
P(Xnfag)[ T
j2J
Uj , donde J es un conjunto nito y no{vaco, y Uj es un
ultraltro sobre X con fag =2 Uj , para todo j 2 J .
Corolario 4.7. Sea X un conjunto y a 2 X. El conjunto[
2Ta;X
[;P(X)] ;
es un retculo distributivo, relativamente complementado y con elemento
maximo.
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